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Analisis algebraico de soluciones oscilatorias
en ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden con raices complejas

Andrés Felipe Orduz Pérez”

Resumen

En este trabajo se analiza desde un enfoque algebraico las soluciones de ecuacio-
nes diferenciales lineales homogéneas de segundo orden con coeficientes constantes,
cuando la ecuacién caracteristica asociada presenta raices complejas conjugadas. Se
demuestra que tales soluciones pueden representarse como combinaciones lineales
de funciones seno y coseno multiplicadas por exponenciales reales. Se establecen
propiedades fundamentales del espacio de soluciones, tales como linealidad, inde-
pendencia y comportamiento analitico. El andlisis se realiza exclusivamente desde
una perspectiva matematica, sin recurrir a interpretaciones graficas ni aplicaciones
fisicas.

Palabras clave: ecuaciones diferenciales, raices complejas, soluciones oscilatorias,
analisis algebraico, visualizacién computacional.

1. Introduccion

Las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes constantes consti-
tuyen un pilar en el estudio del andlisis matematico. Particularmente, cuando la ecuacion
caracteristica asociada posee raices complejas, las soluciones exhiben un comportamiento
oscilatorio. Aunque dicho fenémeno es ampliamente reconocido en contextos aplicados
—como la fisica o la ingenieria—, en esta investigacion se aborda desde un punto de vista
estrictamente algebraico y analitico, con énfasis en la estructura matematica del espacio
solucion y en la demostracion formal de las propiedades de las soluciones.

El proposito de este trabajo es demostrar rigurosamente que, bajo ciertas condiciones,
las soluciones de estas ecuaciones diferenciales pueden expresarse como combinaciones de
funciones trigonométricas, y que forman un espacio vectorial de dimensién dos. Asimismo,
se exploran las condiciones de existencia, unicidad y estabilidad de las soluciones sin
recurrir a herramientas visuales.

El propdsito de este trabajo es demostrar rigurosamente que, bajo ciertas condiciones,
las soluciones de estas ecuaciones diferenciales pueden expresarse como combinaciones de
funciones trigonométricas, y que forman un espacio vectorial de dimensién dos. Asimismo,
se exploran las condiciones de existencia, unicidad y estabilidad de las soluciones sin
recurrir a herramientas visuales.
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2. Marco teorico

Se considera la ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden con coeficientes
reales constantes:

y'+ay +by=0 (1)

con a,b € R. La solucién general se obtiene resolviendo la ecuacién caracteristica:
r4+ar+b=0 (2)
Cuando el discriminante es negativo:
A=a*>—4b<0 (3)
la ecuacién caracteristica tiene raices complejas conjugadas:
rmo=axif cona,fER, f#0 (4)
Bajo esta condicion, las soluciones fundamentales pueden expresarse como:

y1(z) = e cos(fx) (5)
yo(z) = e sin(fx) (6)

Las soluciones de estas ecuaciones han sido ampliamente estudiadas (Zill, 2014; Boyce &
DiPrima, 2017). Para el caso de raices complejas, el andlisis se apoya en la teoria clasica
de ecuaciones diferenciales (Simmons, 1991).

3. Metodologia

La investigacion se desarrolla mediante técnicas del andlisis matematico y el algebra
lineal. Se siguen los siguientes pasos:

1. Derivacién formal de la solucién general a partir de la ecuacion caracteristica con
raices complejas.

2. Aplicacién de identidades de Euler para demostrar la equivalencia entre represen-
taciones exponenciales y trigonométricas.

3. Verificacion de la independencia lineal de las soluciones fundamentales mediante el
calculo del Wronskiano.

4. Analisis de unicidad y existencia de soluciones usando el teorema de existencia y
unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias.

5. Discusion del comportamiento asintético de las soluciones en funcion del pardmetro
a.



4. Resultados y analisis

4.1. Derivacion de la solucion

Dada la ecuacion diferencial:
y' +ay +by=0 (7)

si A = a? —4b < 0, se obtiene:
r=a=+iff = y(z) = C1e@tPT  CheloiB) (8)
Aplicando las identidades de Euler:
e’ =cosz +isinz 9)
se concluye que la soluciéon general real es:

y(x) = e**(Acos Sz + Bsin fx) (10)

4.2. Independencia lineal

Sea:
y1(x) = e cos fx, yo(x) = e*sin Sz (11)
El Wronskiano es:
Wy ) (@) = ") Bl =820 Vo (12)
Y

Esto confirma que y; y o son linealmente independientes, y por lo tanto forman una base
del espacio solucién.

4.3. Existencia y unicidad

Por el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias, dado un
punto zo € R y condiciones iniciales y(x¢) = yo, ¥'(z0) = 71, existe una dnica solucién
que satisface la ecuacion y esas condiciones.

4.4. Analisis del comportamiento

= Si o = 0: la solucién es oscilatoria pura.
= Si a < 0: las oscilaciones decrecen exponencialmente.

= Si a > 0: las oscilaciones crecen exponencialmente.



Comportamiento de la solucidn: y(x) = e**(Acos(Bx) + Bsin(Bx))
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Figura 1: Gréficas de la solucién y(x) para distintos valores de a.

5. Conclusiones

Las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de segundo orden con raices complejas en
su ecuacion caracteristica admiten soluciones que pueden expresarse como combinaciones
de funciones trigonométricas multiplicadas por funciones exponenciales. El analisis alge-
braico permite demostrar rigurosamente la forma de estas soluciones, su independencia
lineal y su dependencia del parametro real o, que modula el crecimiento o decrecimiento
exponencial. La estructura del espacio solucion y el comportamiento asintético pueden
ser comprendidos sin necesidad de apoyos graficos, inicamente mediante herramientas de
algebra y analisis.
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Codigo Python
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Coédigo Python

A continuacién se muestra el codigo de Python utilizado en la investigacion:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Dominio
x = np.linspace (0, 20, 1000)

# Parametros
beta
A, B=1, 0 # Coeficientes para la combimacion lineal

2 # Frecuencia de oscilacion

# Funcion gemeral
def y(x, alpha):
return np.exp(alpha * x) * (A * np.cos(beta * x) + B * np.sin(
beta * x))

# Valores de alpha a graficar

jlalphas = [0, -0.1, 0.1]

/| labels = [r"$\alpha = 0$", r"$\alpha = -0.1$", r"$\alpha = 0.1$"]
colors = [’blue’, ’green’, ’red’]
# Grafica

plt.figure(figsize=(10, 6))
for a, label, color in zip(alphas, labels, colors):
plt.plot(x, y(x, a), label=label, color=color)

siplt.title("Comportamiento de la solucion: $y(x) = e~{\\alpha x}(A

\\cos (\\beta x) + B \\sin(\\beta x))$")

j|plt.xlabel ("x"

plt.ylabel ("y(x)")
plt.grid(True)
plt.legend ()
plt.tight_layout ()
plt.show ()

Listing 1: Codigo Python
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